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1 Chladnuti homogenni koule

Uvazujme homogenni kouli o poloméru R s pocateénim rozlozenim teploty
Ty = Ty(r). Casovy vyvoj teploty je potom dan rovnici:
or
— = aAT 1
o (1)
a je latkovym parametrem. Uvazujme faktorizaci T'= R(r)7T (t). Dosazenim
miizeme rozdélit rovnici na dvé nezavislé ¢asti, které musi byt konstantni,
aby byla splnéna rovnost.
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Nejprve vyresme pravou stranu:

T =aKT (3)
T = DeK? (4)
Leva strana da diferencialni rovnici
2
“R+R"—KR =0 (5)
r
Hledejme teseni ve tvaru R = %e‘“". Po dosazeni dostaneme podminku pro
a:
K =a? (6)
Dostavame tedy obecny tvar feseni pro R
C C
R = LeVEr 4 2 VEr (7)
r r

Pottrebujeme, aby tento tvar umoznoval konecnou limitu pro » — 0. Nulu
nelze dosadit, proto R v nule dodefinujeme limitou.

lim R — @ +(C1— CIVE + O(r) (8)

r—0
Aby limita nedivergovala, je potfeba u prvniho ¢lenu polozit C; + Cy = 0.
Dostavame tvar:
C C Ci /. , C
R = LeVEr _ ZLo—VEr _ 21 (e“’m — e’“’K’”> = —sin(v/—Kr) (9)
r r r r
Nyni se nabizi tfi typy pocatecnich podminek.



1.1 Dirichletova podminka

MizZeme uvazovat spojity teplotni prechod s prostfedim o nulové teploté:
T(R,Vt) =0 (10)

Dosazenim tvaru (9) dostaneme

gsin(\/?}z) ~0 (11)
V—-KR=nn (12)

n?m?

R2
Parametr n nabyvéa prirozenych hodnot, i kdyz podminka povoluje i zaporna
cela c¢isla. Pokud ale dosadime do R a TeSeni seCteme, dostaneme nakonec
sumaci pouze pres prirozené hodnoty.

K =-
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S vyuzitim relace
2R
/ sin (Z22) sin (“2°) = Rén (15)
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muzeme najit koeficienty C,, pomoci pocatec¢niho rozlozeni teploty 7j:
1 [2R
C, = —/ Torsin (220) (16)
R Jo

1.2 Koeficient prestupu

Mizeme uvazovat prostiedi, do néhoz teplo prestupuje, pricemz tepelny tok
je zavisly na teplotnim spadu. To nam dava podminku

TRty = —kT (17)

or
R'T = kRT (18)
Dosaznim (9) do (18) dostaneme:

v—Kcosv/—KR B sinv—KR n ksinv—KR B
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Oznacenim A = v/ —K dostavame rovnici:

A (% _ k) tan(AR) (20)

Pokud se¢teme feseni pro vSechna A splnujici tuto podminku, dostaneme
konec¢ny tvar:

Cy . QA2
T = Z — sin(Ar)e >4 (21)
A

Vzhledem ke slozitému charakteru koeficient® A nelze napsat jednoduchy
tvar pro vypocet koeficientu C'4 jako v predchozim ptipadé. Mizeme ale né-
které z nich pevne urcit, ostatni polozit rovny nule a tim definovat pocatecni
rozlozeni teploty Tj.

1.3 Stefan-Boltzmannuv zakon

Pokud uvazujeme kouli ve vakuu, 1ze pouzit model absolutné ¢erného télesa.
Tepelny tok potom bude timérny ¢tvrté mocniné okrajové teploty:

(Z—::(R,Vt) = —oT* (22)

Reseni tohoto modelu uz nelze najit metodou fad, ale je tfeba problém fesit
numericky.

1.4 Vizualizace

Prilozeny program Chladnuti.exe porovnava charakter tfi modeld, pricemz
vsechny zacinaji na stejné pocatecni teploté a se stejnym parametrem «. Pa-
rametry pfislusnych okrajovych podminek jsou zvoleny nahodile, aby dobie
vynikly rozdily v chovani. Horizontalni rozpéti zobrazuje priifez kouli a ver-
tikalni smér znaci teplotu. Dirichletova podminka (modré kiivka) zpiisobi,
ze se koule ochladi velmi rychle na okrajovou teplotu. Model s koeficientem
prestupu je zndzornén cerné a se Stefan-Boltzmannovym zakonem cerveneé.
U obou podminek na okrajovou derivaci je vidét, ze ve vysSich teplotach
¢tvrtd mocnina teploty (Stefan-Boltzmanniv zakon) zpusobuje rychlejsi po-
kles, avsak ¢asem se ochlazovani zpomaluje a v ur¢itych pozdéjsich ¢asovych
horizontech je mozné pokladat teplotu za konstantni v celém objemu télesa.



2 Rovnice pohybu bubliny

Uvazujme bublinu rotac¢né symetrickou podle osy z. Blanu parametrizujme
polohovym vektorem

7= (R(Y,t)sinv cos ¢, R(VY,t) sind sin o, R(1J, t) cos ) (23)
e € (0,2m) v € (0,m)

Velikost normalové sily ptisobici vlivem povrchového napéti lze stanovit
Young-Laplaceovou rovnici:

F = —ydivii d§ (24)

Vektor 77 ma smér vnéjsi normaly a je i smérem pusobici sily. Je vsak jesté
tfeba zapocitat rozdil tlaki uvniti a vné bubliny:
d*r L .
dm@ = (—vydivi + Ap) dSn (25)
Po zavedeni plosné hustoty kapaliny, kterou je bublina tvorena, a pouziti
stavové rovnice dostavame:

1 1%

Parametr py urcuje atmosfericky tlak vné bubliny a parametr V4 klidovy
objem bubliny. Vektor 77 vypoc¢teme jako normalu k plose, pricemz pouzijeme

Sani P/ — OR.
oznaceni R’ = 59 -
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£ = (R'sin v cos p + Rcosd cos ¢, R sin ¥ sin ¢ + R cos ¥ sin ¢,
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gr (—Rsinvsin ¢, Rsind cos ¢, 0) (29)
¥
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R’ cos ), Rsin ¥ cos p(R' sin v cos p + R cos ) cos o+ (30)

Rsin ¥ sin (R’ sin ¥ sin ¢ + R cos ¥ sin p))

' g—; X g—; = RsindYV R? + R? (31)
- (COS@RSinﬁ_R,COSﬂ singoRSinﬂ_R/COSﬁ (32)
VR?2 + R? VR?2 + R?
R'sind + Rcos v
Lo 2 1 R cos v
divni = T + Reind (— e R2+ (33)

R’ RR + R'R"
sind | — + 3
1/R/Q_i_R2 /R/2+R2
Dale je treba spocitat objem bubliny:

w 21 R(V,t)

// / 73 sin ¥drdedd = —W/R3 sin ¥dd (34)

Takto ziskdme rovnici pro ¢asovy vyvoj polohy blany bubliny. Protoze se
symetricka podle osy z, lze polohovy vektor 7 modelovat v rovinném fezu.



Potom ziskdme vektorovou rovnici o dvou souradnicich:
S| 2 1 Rcosd
d2 oy | VR?2+ R? Rsind /R 1 R2

sin ¥ ( R RET RlRN)) + poy i 1
_ . ) _ _
VE?+ R /R?+ R 7 [ R®sinddo
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(35)

win

(Rsim? — R'cos? R'sind + Rcosﬁ)
VR?2+R* ' R2+R?
Pomoci této pohybové rovnice pro element blany mtizeme numericky simulo-

vat pohyb bubliny. Vektor 7" méme zadan pomoci R v (23), takZe po dosazeni
ziskédvame parcialni diferencialni rovnici pro R(¥,t).

3 Vedeni tepla v ¢astecné izolované desce

Uvazujme dvourozmeérny problém ctvercové desky, kterad je az na své okraje
tepelné izolovana. Rovnice Sifeni tepla ma tvar

oT

—— = aAT

5 = (36)
oT

o0

Okrajovd podminka fika, Ze tepelny tok na okraji je timeérny teplotnimu
spadu. V blizkosti desky se navic pohybuje tepelny zaric o intenzité /. Tepelny
tok na hranici desky tak vzroste o hodnotu

AD = £cos«9 (38)
T

kde r je vzdalenost zdroje a mista na hranici. Uhel @ svira spojnice téchto
bodt a smér kolmy na hranici desky, tim se skaluje i¢inné plocha, na kterou
dopada tepelné zareni.

Uvnitt desky se rychlost poklesu teploty aproximuje pfibliZznym tvarem
Laplaceova operatoru teploty:

T(x+h,y)+T(x,y+h)+T(x—hy)+T(x,y—h)—4T(z,y)

AT ~ 2

(39)



Okrajovd podminka m4 tvar
T(0Q) = (1 — k)T (8 + h) (40)

kde h znad kolmy posun od okraje dovnitt desky. Tepelna bilance na okraji
je zajisténa stiidavym uplatnovanim této podminky a pronikanim tepelného
toku od zdroje dovnitf desky pomoci difuze vlivem rovnice (36).

Prilozeny program Stena.exe tyto priblizné rovnice numericky pocita v re-
alném case a zobrazuje teplotu ve stupnich Sedé (0-200 K) na dvourozmérné
¢tvercové desce. Deska je rozdélena na 60 x 60 dilt a s tepelnym zdrojem
(¢ervenou teckou) lze pomoci mysi pohybovat a koleckem ménit jeho inten-
zitu. Program dynamicky ukazuje, jak se deska zahiiva zafenim od zdroje a
ochlazuje kontaktem s okolim. Desku lze zahiivat pouze z boku, nejedna se
o tfirozmérny model.



